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Работа зубчатых передач общемашинострои-
тельного назначения (характеризуются относи-
тельно невысокой скоростью вращения, боль-
шими передаваемыми нагрузками и 7–9-й сте-
пенью точности изготовления) практически 
всегда сопровождается ударным взаимодей-
ствием сопрягающихся зубчатых профилей. 
Упругие деформации зубьев, погрешности ша-
гов зацепления и монтажа приводят к мгновен-
ному сообщению зубом шестерни зубу колеса 
некоторой избыточной скорости, причем пре-
обладающим для данного типа передач являет-
ся вариант кромочного удара. Возникающий 
при этом ударный импульс (так для упрощения 
изложения ниже будет называться закон изме-
нения во времени ударной силы) является ис-
точником упругих колебаний зубчатых при-
водных механизмов, используемых при вибро-
диагностике [1, 2]. Ударный импульс 
характеризуется следующими параметрами: 
формой (законом изменения ударной силы во 
времени), длительностью действия ударной 
силы и ее максимальным значением. Эти пара-
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чатой передачи, поэтому ударные импульсы 
используются  
в качестве диагностического сигнала для оцен-
ки технического состояния зубчатых передач  
и их остаточного ресурса. 
Задача ударного взаимодействия цилиндри-
ческих эвольвентных зубчатых колес примени-
тельно к проблемам вибродиагностики привод-
ных зубчатых механизмов рассматривалась в [3], 
однако решена не в полном объеме. В частно-
сти, фактически не была решена одна из основ-
ных проблем вибродиагностики – определе- 
ние формы ударного импульса, позволяющая 
выявить спектральные характеристики ударно-
го взаимодействия зубчатых колес. 
Рассматриваемая в статье достаточно про-
стая динамическая модель зубчатых передач 
позволяет теоретически определить длитель-
ность действия ударной силы и ее максималь-
ное значение. 
Выбор динамической модели прямозубой 
зубчатой передачи. Ударные импульсы харак-
теризуются значительной величиной и малой 
длительностью процесса. В начальный момент 
удара зубьев деформации и напряжения лока-
лизуются в малых, примыкающих к площадкам 
контакта зубьев объемах материалов. Лишь  
через некоторое время возмущение распро-
страняется по зубчатой передаче и всему при-
водному зубчатому механизму и в нем начина-
ется колебательный процесс. 
Общепризнанной является динамическая 
модель зубчатой передачи, в которой рассмат-
риваются поперечные и крутильные колебания 
колес [4]. Однако в задаче удара в первом при-
ближении можно не учитывать внешние кру-
тящие моменты и окружные силы в зацепле-
нии. В связи с этим принята динамическая мо-
дель, учитывающая только крутильные колеба- 
ния зубчатых колес, вызванные погрешностями 
их изготовления и сборки. Система дифферен- 
циальных уравнений, описывающих ударное 
взаимодействие зубчатых колес, имеет следу-
ющий вид: 
 
1 1 1;bI Frϕ = −  
(1) 
2 2 2.bI Frϕ =  
 
Связь между ударной силой F и сближени-
ем хз соударяющихся зубьев 
 
з 1 1 2 2b bx r r= ϕ − ϕ                        (2) 
 
устанавливается из рассмотрения контактного 
взаимодействия сопряженных зубьев на основе 
теории Герца. Путем перехода к новой обоб-
щенной координате хз, исключив угловые пе-
ремещения зубчатых колес ϕ1 и ϕ2, переходим  











                         (3) 
 
Приближенное решение задачи определе-
ния параметров ударного импульса. Точное 
решение задачи определения величины и фор-
мы ударного импульса интегрированием нели-
нейного дифференциального уравнения (3) рас-
смотрено в [5]. Полученные зависимости связа-
ны с вычислением несобственных интегралов  
и представлением решения в виде бесконечных 
рядов, поэтому они затруднительны для анали-
за и практического применения в инженерных 
расчетах. Приближенное решение данной зада-
чи, позволяющее получить достаточно простые 
для анализа формулы, получим следующим 
образом. 
Используя связь [5] между контактной 











π π ρ + ρ
            (4) 
 
определим податливость контактного взаимо-











δ = = −
π π ρ + ρ
        (5) 
 
Величина податливости в первом прибли-
жении принимается постоянной по своему зна-
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в промежутке изменения величины ударной силы 
нуля до максимального значения Fmax. Макси-
мальное значение ударной силы находится из 














θπ ρ + ρ
   (7) 
 
Скорость кромочного удара v0 [6] 
 
0 2 2 .v a= ω δ                          (8) 
 
В рамках принятого приближения из (5) и 
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Тогда исходное дифференциальное уравне-
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Коэффициент в правой части уравнения (10) 
при xз представляет собой квадрат собственной 
частоты 2зω  линеаризованной динамической 
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+ ω =                      (12) 
 
Решение уравнения (12) при начальных 




sin .vx t= ω
ω
                      (13) 
 
После подстановки (10), (12) в (8) определя-









  0 ≤ t ≤ T.        (14) 
 
Как видно из (14), закон изменения ударной 
силы во времени описывается полуволной си-
нусоиды, а приближенное максимальное значе-













                 (15) 
 
График изменения ударной силы во време-
ни, рассчитанной по приближенной методике 
для образцов зубчатых колес [5], а также его 
сравнение с результатами, полученными там же 
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зультаты теоретических исследований были 
проверены путем проведения тензометрирова-
ния зубчатого зацепления при стендовых испы-
таниях прямозубых зубчатых колес на скорост-
ных и нагрузочных режимах работы, принятых 
при проведении расчетов. Испытания проводи-
лись на универсальном испытательном стенде 
СИ-6 с разомкнутым потоком мощности [7].  
На рис. 2 приведены осциллограммы нагружен-
ности зуба ведомого колеса при частоте враще-
ния ведущей шестерни: а) при n = 1000 мин–1; 
б) при n = 1500 мин–1 и нагрузке Т1 = 120 Н⋅м. 
Развертка луча осциллографа на рис. 2а равна 
0,10 с/м, на рис. 2б – 0,05 с/м. 
Первая полуволна нагруженности зуба пред-
ставляет собой ударный импульс, возникаю- 
щий при входе зуба в зацепление. Последую- 
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ствуют динамическому колебательному про- 
цессу масс зубчатых колес на жесткости зацеп-
ления. 
При n = 1500 мин–1 полная нагрузка на зубе 
Fполн  = 4900 Н, включающая статическую Fст =  
= 2000 Н и силу удара Fmax = 2900 Н (опреде-
ленную с помощью тарировочного графика как 
превышение полной нагрузки над статической). 
Сопоставление результатов эксперимента и 
расчета показывает, что относительные рас-
хождения в определении величины ударного 
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Как видно, расчетные значения имеют 
вполне удовлетворительную для инженерных 
расчетов точность. 
 
 а                                                   б 
   
 
Рис. 2. Ударный импульс на осциллограмме  
нагруженности зуба при нагрузке Т1 = 120 Н⋅м: 
а – n = 1000 мин–1; б – 1500 мин–1 
 
В Ы В О Д Ы 
 
1. Предложены простые зависимости, поз-
воляющие с достаточной для инженерных рас-
четов точностью оценить параметры ударных 
импульсов, возникающих в зацеплении при пе-
ресопряжении зубьев. Сопоставление резуль- 
татов расчета их параметров, определенных  
с использованием приближенных зависимо-
стей, с экспериментально полученными дан-
ными показывает, что выполненные на их ос-
нове расчеты имеют погрешность, не превы-
шающую 25 %. 
2. Приведенное решение задачи ударного 
взаимодействия прямозубых зубчатых колес 
может быть в дальнейшем использовано для 
эффективного осуществления диагностики тех-
нического состояния зубчатых приводных ме-
ханизмов в процессе эксплуатации. 
 
Обозначения и сокращения 
 
I1, I2 − моменты инерции зубчатых колес; 
ϕ1, ϕ2 − угловые перемещения зубчатых колес, вы-













=ϕ  − угловые ускорения зубчатых 
колес; 
F = F(t) – закон изменения во времени ударной силы; 
Т – время действия ударной силы; 
t – произвольный момент времени (t = 0 – начало от-
счета ударного процесса); 
21, bb rr  – радиусы основных окружностей колес; 






=  – ускорения зубьев в их относительном 





















=µ  − приведенные к радиусам ос-




θ =  – константа материала зубчатых колес,  
ν – коэффициент Пуассона; 
bw – ширина зубчатого венца; 
ρ1 – радиус кривизны профиля ведущего зуба в теоре-
тической точке начала зацепления;  
ρ2 – радиус кривизны ведомого зуба в вершине; 
δк – податливость контактного взаимодействия зубча-
того сопряжения; 
v0 – скорость кромочного удара; 
ω2 – угловая скорость ведомого колеса; 
00 tw ∆+=δ  − приведенная ошибка шага зубьев; 
w0 – сближение по нормали неударяющейся пары 
зубьев в момент входа зуба в зацепление; 
∆t0 – превышение основного шага ведомого колеса 
над основным шагом ведущего; 
2 1 2 1( ) /а = ρ ρ + ρ ρ  − параметр; 
з
2ω  – квадрат собственной частоты. 
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